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Аннотация.  
Актуальность и цели. Исследование термоэлектрических явлений занимает 

важное место в физике конденсированного состояния, в том числе и благодаря 
широким перспективам использования данного рода явлений для создания 
преобразователей энергии. Представляет интерес также анализ перекрестных 
явлений переноса при действии трех термодинамических сил. Ранее были 
предсказаны, экспериментально обнаружены и детально исследованы пере-
крестные явления нового класса, протекающие в вязких электропроводящих 
средах при действии трех термодинамических сил, когда имеет место перенос 
массы (частиц), теплоты (наличие градиента температуры), и электрического 
заряда, названные термоэлектрокинетическими явлениями. Целью работы яв-
ляется построение математической модели термоэлектрокинетического эф-
фекта в эксперименте с линейным источником тепла, движущимся вдоль по-
коящегося раствора электролита, в рамках феноменологической термодина-
мики необратимых процессов, проведение вычислительного эксперимента на 
основе модели и получение количественных оценок величины термоэлектро-
кинетической ЭДС. 

Материалы и методы. В основу модели положены уравнения баланса теп-
ла и вещества, которые в данном случае являются нелинейными и нестацио-
нарными дифференциальными уравнениями в частных производных. Предло-
жен алгоритм расчета термоэлектрокинетической ЭДС построенной модели 
методом конечных разностей, который был реализован в пакете прикладной 
математики Scilab. 

Результаты. В результате вычислительного эксперимента были получены 
временные зависимости пространственного распределения температуры и 
концентрации водного раствора хлористого водорода. Расчет воспроизводит 
главную качественную особенность температурного поля электролита – его 
асимметрию, которая является причиной возникновения разности концентра-
ции ионов, формирующейся вдоль движущегося источника тепла. Приведена 
количественная оценка величины ЭДС, обусловленной сформированным гра-
диентом концентрации, по формуле изотермической диффузии. 

Выводы. Расчетная величина термоэлектрокинетической ЭДС хорошо со-
гласуется с ранее полученными экспериментальными результатами, что слу-
жит доказательством адекватности предложенной математической модели, ко-
торая может быть использована в качестве теоретической основы для анализа 
подобного рода перекрестных явлений. 

Ключевые слова: термоэлектричество, термодиффузия, перекрестные ки-
нетические явления, моделирование неравновесных процессов. 
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MODELING OF NONS-TATIONARY THERMODIFFUSION  
FLOWS IN VISCOUS ELECTROCONDUCTIVE LIQUID 

 
Abstract. 
Background. The study of thermoelectric phenomena plays an important role in 

condensed-matter physics, also due to broad prospects of using such kinds of phe-
nomena for creating energy converters. The analysis of crisscross phenomena of 
transfer under the action of three thermodynamic forces is also of interest. The 
crisscross phenomena of a new class were previously predicted, experimentally dis-
covered, and studied in detail. They occur in viscous electroconductive environment 
under the action of three thermodynamic forces when there is a transfer of mass (of 
particles), heat (the presence of temperature gradient) and an electric charge, and are 
called thermoelectrokinetic phenomena. The aim of the paper is to construct a math-
ematical model of the thermoelectrokinetic effect during an experiment with a linear 
heat source moving along the stationary electrolyte solution within the framework of 
phenomenological thermodynamics of irreversible processes; to conduct a compu-
ting experiment on the basis of the model and to obtain quantitative evaluation of 
magnitude of thermoelectrokinetic EMF.  

Materials and methods. The model is based on equations of balance of heat and 
matter, which in this case are nonlinear and non-stationary differential equations of 
partial derivatives. The authors suggested an algorithm of calculating thermoelec-
trokinetic EMF of the constructed model by the method of finite differences. It was 
implemented in the package of applied mathematics Scilab.  

Results. Time dependences of the spatial distribution of temperature and of the 
concentration of aqueous solution of chlorine hydride were obtained as a result of 
the computational experiment. The calculation reproduces the main qualitative fea-
ture of the temperature field of the electrolyte - its asymmetry, which is the cause of 
the difference in the concentration of ions formed along the moving heat source. 
The authors quantitatively evaluated the EMF’s magnitude that was stipulated by 
the generated concentration gradient and by the formula of isothermal diffusion.  

Conclusions. The design quantity of the thermoelectrokinetic EMF agrees well 
with the previously obtained experimental results. It proves the validity of the pro-
posed mathematical model which can be used as a theoretical basis for the analysis 
of such crisscross phenomena. 

Key words: thermoelectricity, thermal diffusion, cross-kinetic phenomena, sim-
ulation of non-equilibrium processes 

Введение 

Как известно, в физике конденсированного состояния существенное 
место занимают исследования термоэлектрических явлений. Традиционно  
в термоэлектричестве используются среды с заранее созданной статической 
неоднородностью, характер которой сохраняется при пропускании электри-
ческого тока и наложении градиента температуры. Типичным примером явля-
ются кристаллы полупроводниковых термоэлектрических материалов, легиро-
ванных донорными или акцепторными примесями для получения соответ-
ственно n и p ветвей термоэлементов [1]. В то же время находят свое место 
среди материалов для термоэлектрического преобразования энергии и водные 
или органические растворы электролитов, как, например, в термоэлектрохи-
мических генераторах [2], в том числе и благодаря их довольно большому 
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значению коэффициента термоЭДС. Поэтому теоретические и эксперимен-
тальные исследования термоэлектрических свойств растворов электролитов 
являются актуальными и имеют высокую практическую значимость. 

При этом хорошо исследованными в неравновесной термодинамике и 
физической кинетике являются перекрестные явления, обычно происходящие 
при действии двух термодинамических сил. В работах [3, 4] был впервые ис-
следован эффект формирования термоэлектрокинетической ЭДС в вязких 
электропроводящих средах, в водных растворах ионных соединений, обу-
словленной переносом электрического заряда при наличии переноса массы 
(гидродинамического потока) и переноса внутренней энергии (наличии гра-
диента температуры), т.е. при наличии трех термодинамических сил. В рабо-
те [5] для изучения данного эффекта была предложена новая эксперимен-
тальная установка. В данном варианте опыта макроскопический поток жид-
кости отсутствует, а термоэлектрокинетическая ЭДС формируется за счет пе-
реноса заряда в электропроводящей жидкости, находящейся в горизонталь-
ной трубке, термодиффузионными потоками, созданными движущимся ис-
точником тепла. Была высказана гипотеза, что термоэлектрокинетическая 
ЭДС в этом случае обусловлена тем, что формируемое движущимся источни-
ком тепла тепловое поле в водных растворах электролитов служит разделите-
лем ионов, в результате чего в областях электролита, находящихся перед 
движущимся источником тепла и после него, образуется градиент концентра-
ции ионов, который и приводит к возникновению фиксируемой в экспери-
менте ЭДС. 

1. Построение математической модели  
термоэлектрокинетического эффекта 

Для проверки данной гипотезы построим математическую модель  
эффекта в рамках термодинамики необратимых процессов применительно  
к процессам неизотермической диффузии в водных растворах электролитов. 

Поскольку температурный градиент создается в эксперименте источни-
ком тепла, то поставленная задача разбивается на две последовательные зада-
чи – вычисление температурного поля электролита и вычисление нестацио-
нарного распределения концентрации. Первая задача может быть решена 
независимо, ввиду того, что температурное поле формируется движущимся 
источником тепла в покоящейся жидкости и влиянием таких явлений, как 
термоэффект, обусловленный давлением, и диффузионным термоэффектом 
можно пренебречь. Также вследствие горизонтального расположения трубки 
пренебрежем конвекцией. Тогда процесс формирования температурного поля 
в электролите может быть описан классическим уравнением теплопроводно-
сти. Учет того факта, что поперечные размеры трубки много меньше ее дли-
ны, сводит рассматриваемую задачу к одномерной [6] 

 
2

0 2
( , )p

T T
С x t

t x

∂ ∂ρ = λ + ω
∂ ∂

.  (1) 

Здесь λ0 – коэффициент теплопроводности для однородного перемеши-
вания; ρ – плотность жидкости; Сp – удельная теплоемкость при постоянном 
давлении; функция ω(x, t) описывает мощность источников и стоков тепла  
в единице объема. 
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Возникающие градиенты температуры по обе стороны от движущего 
нагревателя, в свою очередь, приводят к формированию термодиффузионных 
потоков, создающих нестационарное распределение концентрации электро-
лита, для расчета которого воспользуемся уравнением баланса вещества 

 div( )k
k

с
J

t

∂
= −

∂


,  (2) 

здесь ck – объемная концентрация частиц вида k; kJ


 – вектор плотности по-
тока этих частиц. Рассмотрим случай бинарного однозарядного электролита  
в пределе бесконечного разбавления. Перейдя в систему отсчета, связанную  
с неподвижным нейтральным растворителем, можно уменьшить количество 
независимых диффузионных потоков до одного [7], в качестве которого вы-
берем поток электролита 

 ( )1
2 2 2 1 2 1grad( ) grad( ) grad( )TJ D c c T sc c V T= − + α −


,  (3) 

здесь 1V  – парциальный молярный объем растворителя; с1 – объемная моляр-
ная концентрация растворителя; с2 – концентрация электролита; T – темпера-
тура; s – коэффициент Соре, характеризующий термодиффузию в растворах 
электролитов; D – коэффициент диффузии; αT – коэффициент теплового рас-
ширения. 

Подставив поток (3) в соотношение (2) в одномерном случае, придем  
к уравнению, описывающему процесс переноса электролита в условиях экс-
перимента 

 ( ) ( )
2 2

2 2 2
1 1 1 2 2 1 2 12 2T T

c c c T T
D sc V sx x c sc c V

t x xx x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − α − − α −  ∂ ∂ ∂∂ ∂ 
.  (4) 

В последнем выражении температура является решением уравнения (1) и 
представляет собой сложную нелинейную функцию пространственной коорди-
наты и времени, непредставимую в аналитическом виде вследствие того, что 
функция ω(x, t) описывает тепловую мощность движущегося источника тепла, 
который имеет конечные размеры. Таким образом, уравнения (1) и (4) образу-
ют систему нелинейных, нестационарных уравнений в частных производных, 
которую невозможно решить аналитически. Поэтому построим численную 
схему для решения данной системы по методу конечных разностей [8]. 

Рассмотрим уравнение (1). Сформулируем краевые условия и условия 
обмена теплом с окружающей средой. Направим ось x вдоль трубки длиной 
L. Начало координат поместим на одном из торцов трубки. Будем считать, 
что теплообмен между боковой поверхностью трубки и окружающей средой 
происходит по закону Ньютона. Эту теплоотдачу учтем в самом дифферен-
циальном уравнении в качестве отрицательного источника тепла [6]: 

 

2

0 2
' ( , ) ( 0; 0 ),p

T T
С x t t x L

t x

∂ ∂ρ = −λ −ω +ω > < <
∂ ∂

  (5) 

где ω' – количество тепла, отдаваемого единицей объема трубки в единицу 
времени в окружающую среду. Обозначим радиус поперечного сечения труб-
ки R, тогда для ω' можно записать [6] 
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 [ ]'
1

2
( , ) CT x t T

R
ω = α − ,  (6) 

где α1 – коэффициент теплообмена боковой поверхности трубки с окружаю-
щей средой температура, которой равна CT . 

Поскольку в ходе эксперимента температура концов трубки практиче-
ски не меняется, используем краевые условия первого рода: 

 ( ,0) , (0, ) , ( , )C C CT x T T t T T L t T= = = . (7) 

В области изменения независимых переменных x и t введем равномер-
ную прямоугольную сетку. Шаг по оси x обозначим h, по оси t – τ. Обозначим 
через ,i kT  температуру жидкости в трубке в точке с координатой x ih=  в мо-

мент времени t k= τ . 
Заменим частные производные уравнения (5) в этой точке разностными 

аналогами [8]. Соотношение (6) перепишем в виде 

 '
, 1 ,

2
( )i k i k CT T

R
ω = α − ,  (8) 

краевые условия (7) в виде 

 ,0i CT T= , 0,k CT T= , ,n k CT T= .  (9) 

Мощность тепла движущегося источника, выделяемую в каждом узле 
на произвольном временном слое, определим следующим образом. Обозна-
чим суммарную мощность нагревателя W. Пусть sн – длина нагревателя. Счи-
таем, что в начальный момент времени левая граница источника лежит точно 
на границе узла с номером n1, а правая граница – узла с номером n2. Количе-
ство узлов, которые лежат между левой и правой границами источника, обо-
значим m. Тогда можно считать, что на каждый узел приходится мощность 
W/m. Вычислим координату Xwk левой границы источника движущегося рав-
номерно со скоростью v, для момента времени kt k= τ : 

 0wk w kX X vt= + ,  (10) 

где Xw0 – координата левой границы в начальный момент времени. Пусть x'i–1 
и x'i – узлы, между которыми находится левая граница источника в этот мо-
мент. Тогда тепловым источником охватываются узлы, лежащие между x'i и 
x'i+m, и во всех внутренних узлах, охватываемых источником, выделяется теп-
ловая мощность W/m. Для этих узлов будет справедливо соотношение (5),  
в котором ω(x,t) = W/m. В граничных узлах, охватываемых источником, будет 

выделяться теплота 
'i wkx XW

m h

−
⋅ , 

'wk i mX xW

m h
+−

⋅  для левой и правой гра-

ницы соответственно. Для остальных внутренних узлов справедливо соотно-
шение (5), в котором отсутствует слагаемое ω(x,t). 

Итак, выразим температуру внутренних узлов на следующем времен-
ном слое из уравнения (5) с учетом (8) и (9): 

( )0
, 1 1, , 1,2

2i k i k i k i k
p

T T T T
C h

+ − +
τλ

= − + −
ρ
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, ,

2 i k
i k C i k

p P

a
T T T

C R C

ω ττ− − + +
ρ ρ

,  (11) 

где ,i kω  определяется с помощью следующего условия: 

 

1 2

, 1 2

1 2

, ,

' '
, , или ,

0, или .

i wk wk i m
i k

W
n i n

m
x X X xW W

i n i n
m h m h

i n i n

+

 < <


− −ω = ⋅ ⋅ = =


< >


  (12) 

Таким образом, можно рассчитать функцию T(x, t) численно и подста-
вить ее в уравнение (4). Заменим в этом уравнении производные конечными 

разностями и с учетом краевых условий: 0
2 ,0 2ix x=  – в начальный момент 

времени концентрация распределена равномерно. Концентрация на концах 
трубки неизменна и равна начальной концентрации x20,k = x2n,k = x2

0, что учи-
тывает равенство температуры на концах трубки температуре окружающей 
среды в ходе эксперимента. В результате получаем выражение для концен-
трации электролита на следующем временном слое: 

( )( )(2 , 1 2 1, 2 , 2 1, 2 1, 2 , 2 1, 2 ,2
( 2 )i k i k i k i k i k i k i k i k

D
с c c c c c T T

h
+ + − + +

τ= − + + − − ×  

 ( ) ( ))1 1 1, , 1, 2 1 2 1 2 ,( 2 ) .T i k i k i k T i ksc V T T T c sc c V c+ −× α − + − + α − +   (13) 

Сформулируем алгоритм расчета пространственного распределения 
концентрации электролита в условиях термоэлектрокинетического эффекта, 
наблюдаемого в эксперименте с движущимся источником тепла. 

1. Вводим сетку в области изменения независимых переменных x и t  
с шагами h и τ соответственно. 

2. Задаем начальную температуру каждого узла в начальный момент 
времени Ti,0 равной температуре окружающей среды Tc, а концентрацию элек-
тролита х2i,0 – равной начальной концентрации. Задаем все параметры задачи, 
такие как мощность источника W, количество узлов, охватываемых нагревате-
лем m, координату левой границы нагревателя в начальный момент времени, 
теплофизические параметры жидкости в трубке, параметры ее теплообмена  
с окружающей средой, коэффициенты диффузии и Соре электролита D, s. 

3. Рассчитываем положение нагревателя (координаты и номера узлов, 
на которые приходятся его левая и правая границы). 

4. Определяем температуры в узлах сетки на следующем временном 
слое Ti,k, (0 < i < n) с помощью соотношения (11) с учетом (12) и граничных 
условий (9). 

5. Рассчитываем концентрацию электролита в узлах х2i,k на данном 
временном слое с помощью (13) с учетом граничных условий, используя 
температуру в узлах Ti,k, вычисленную в п. 4. 

6. Переходим к следующему временному слою и определяем новую 
концентрацию электролита в узлах сетки в соответствии с п. 3 и 5. 
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2. Вычислительный эксперимент с моделью, анализ результатов 

На основе вышеизложенного алгоритма была составлена программа, 
рассчитывающая пространственные распределения температурного поля и 
концентрации электролита в среде Scilab.  

Поскольку задача расчета температурного поля решается независимо, 
можно провести проверку получаемого численного решения в сравнении со 
случаями, допускающими аналитическое решение уравнения теплопроводно-
сти (5). 

1. Область 0 < x < L. Границы поддерживаются при нулевой темпера-
туре. Начальная температура постоянна. Аналитическое решение приведено  
в [9]. В расчетах использовались следующие параметры: ρ = 1000 кг/м3,  
Сp = 4200 Дж/(кг·К), λ0 = 0,55 Вт/(м·К), τ = 1 с, h = 0,01 м, T0 = 350 К, Tc = 293 К, 
L = 1 м. Вплоть до 9000 с относительная погрешность численного расчета не 
превышает 0,02 %. 

2. Мгновенный тепловой источник в тонком стержне. На поверхности 
стержня с площадью поперечного сечения S и периметром сечения p проис-
ходит теплообмен со средой нулевой температуры, коэффициент теплоотдачи 
которой равен α1. [9] Результаты расчета хорошо согласуются с аналитиче-
ским решением, максимальная погрешность не превышает 1,4 %  

Таким образом, сравнение показывает, что численное решение уравне-
ния (5) с высокой точностью совпадает с аналитическим в рассмотренных за-
дачах, и построенный численный алгоритм может быть использован в даль-
нейших расчетах. 

Также была проведена серия расчетов для случая движущегося источ-
ника для различных шагов по времени и по пространству, исходя из которых 
были выбраны оптимальные значения шагов h = 1 см и τ = 1 с. Длина нагре-
вателя – 7 см, скорость – 0,1 мм/с, тепловая мощность – 0,16 Дж/(c·см3).  

На рис. 1 показана временная эволюция температурного поля. Спустя 
время порядка 1000 с наступает стационарное состояние, температурные гра-
диенты достигают постоянного значения. Характерной особенностью темпе-
ратурного поля в эксперименте является его асимметричность – различие  
в величине градиента температуры в области электролита, находящейся пе-
ред движущимся нагревателем – 2,7 К/см и в области за ним – 1,5 К/см. При 
этом температурный градиент в области раствора, находящейся после источ-
ника тепла, непостоянен и с течением времени уменьшается. Асимметричный 
характер температурных градиентов типичен для подобных экспериментов, 
как, например, на рис. 2, на котором изображено распределение температур-
ного поля в опыте с движущимся источником тепла для водного раствора ук-
сусной кислоты концентрацией 10 г/л, снятое с помощью бесконтактного ин-
фракрасного термометра. Таким образом, полученное численное решение ка-
чественно хорошо согласуется с результатами эксперимента. 

Вычислим распределение концентрации хлористого водорода с помо-
щью данной схемы. Данные для расчета: коэффициент диффузии D = 
= 2,29 · 10–9 м2/с [10], объемная концентрация с2 = 0,1 моль/л, данных для ко-
эффициента Соре нет, однако ее величину можно оценить с помощью следу-
ющего соотношения, справедливого в пределе бесконечного разбавления: 

 
* 2Q RT s= −ν ,  (14) 
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где теплота переноса электролита *Q  в том же пределе аддитивно складыва-

ется из теплот переноса ионов *Q Q Q+ −= + . Взяв для ионов водорода 

7000Q+ = Дж/моль, а для ионов хлора 7630Q− =  Дж/моль [11], получим для 

коэффициента Соре соляной кислоты 0,02s =  1/К.  
 

 

Рис. 1. Временная эволюция температурного поля 
 

 

Рис. 2. Распределение теплового поля в горизонтальной трубке  
в ходе эксперимента (наблюдается асимметрия теплового поля) 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

University proceedings. Volga region 150

Также учтем, что коэффициент Соре ощутимо зависит от температуры. 
Так, для хлористого калия в интервале температур 295–318 К коэффициент 
Соре увеличивается в 4 раза [12]. Поэтому полагаем, что в соотношении (13) 
коэффициент Соре линейно зависит от температуры. Температура рассчиты-
вается по вышеприведенному алгоритму.  

На рис. 3 показана временная эволюция пространственного распреде-
ления концентрации электролита. Так же как и для температуры, стационар-
ное состояние, в смысле постоянства профиля кривой концентрации, насту-
пает приблизительно через 1000 с, однако в количественном смысле стацио-
нарное состояние не наступает и на 5000 с, максимальная разность концен-
траций продолжает увеличиваться. 

 

 

Рис. 3. Временная эволюция распределения концентрации,  
скорость нагревателя u = 0,1 мм/с 

 
Также характерной особенностью данных кривых является формирова-

ние разности концентрации ионов электролита в областях раствора, находя-
щихся перед движущимся нагревателем и за ним. В этом смысле движущийся 
нагреватель служит своеобразной селективной мембраной, разделяющей ио-
ны по величине их подвижности.  

В области раствора, находящейся после движущегося нагревателя, кон-
центрация ионов электролита c течением времени увеличивается, в то время 
как перед ним формируется уединенное возмущение, которое в дальнейшем 
приобретает стационарную форму и движется перед нагревателем. 

Максимум движущегося возмущения концентрации оказывается мень-
ше, чем максимум концентрации, формирующийся за счет термодиффузии 
ионов электролита в направлении, противоположном движению нагревателя. 
Вследствие этого, как видно из графиков (рис. 3), в среднем концентрация 
ионов перед движущимся источника тепла оказывается меньше, чем за ним. 
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Разница концентрации электролита между данными максимумами для 5000 с 
составляет Δc2 = 0,0014 моль/л. Оценим величину диффузионной разности 
потенциалов, которая возникнет для данной разности концентраций, с помо-
щью следующего соотношения [13]: 

 ( ) 2

1
lnD

aRT
E t t

zF a+ −= − ,  (15) 

здесь F – постоянная Фарадея; z – заряд ионов; t± – числа переноса ионов;  
a2,1 – активности электролита, которые заменим на объемные концентрации 
для предела бесконечного разбавления. Тогда для величины ЭДС получим при-
близительно 0,31 мВ, что хорошо согласуется со средней величиной термо-
электрокинетической ЭДС для исследованных водных растворов электролитов 
[5] и подтверждает высказанную гипотезу о природе возникающей термоэлек-
трокинетической ЭДС при наличии трех термодинамических сил. 

Таким образом, предложенная модель подтверждает свою адекватность 
в сравнении с экспериментом и может служить теоретической основой при 
анализе подобного рода перекрестных явлений. 
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